Le nombre de Lefschetz d'une monodromie  by A'campo, Norbert
MATHEMATICS 
LE NOMBRE DE LEFSCHETZ D’UNE MONODROMIE 
PAR 
NORBERT A’CAMPO 
(Communicated by Prof. N. H. KUIPER rtt the meeting of December 16, 1972) 
9 1. Soit P : Q+l --f q une application holomorphe definie au voisinage 
de 0 dans Q+r, telle que P(0) = 0. Soit H = P-l(O) l’hypersurface definie 
par P. Soit IY~={~EQ+~I l.z0]~+...+12,1~=~}. Pour E>O et assez petit, 
I’application 
p: 2 E S,- (H n S,) I+ arg (P(z)) E AS’ 
est la fibration de MILNOR de H en 0 [6]. Soit 
Fe =$3-l(e), 8 E Sl, 
la fibre et soit 
f:Fo+Fe 
un homeomorphisme caracteristique de la fibration JI. L’automorphisme 
induit 
f*=(f%o: HV,, 4) --f HVo, Cl, 
est la monodromie (a coefficients complexes) de H en 0. Notre resultat 
principal est 
THI?OR&ME 1. Le nombre de Lefschetz de f, 
A(f) = 2 ( - 1)q Trace (fq), 
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est 0 si DP(O)=O. 
Lorsque 0 E H est un point singulier isole de H on a 
1 
a, q=o, 
WF~,4)= 0, q+O, q+n, 
W, q=n, 
et le nombre p est don& par [I], [5], [6], 
,u= dimq Cl{&, . . . . -%)/W) 
oh (BP) est l’ideal de CJ{Zo, . . . . 2,) engendre par les derivees partielles 
BP bP 
a$ ***’ z 
8 Indagationes 
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de P. Done h = fn est la partie significative de la monodromie lorsque 
0 E H eat un point singulier isole de H. Le theoreme dit dans ce cas que 
Trace (h) = (- l)"+l, 
La singularite en 0 de l’hypersurface 
H={z$+...+z,z=O)CQn+l 
eat isolee et sa monodromie est l’identitk Id ou -Id de H*(FO). Marcos 
Sebastiani demande si ces proprietks caracterisent une singulariti qua- 
dratique. Le theoreme suivant est une application directe du theoreme 1 
et &pond positivement 8, la question de Sebastiani. 
THI~OR&ME 2. Soit 0 E H = {z E CJn+l/ P(z) = O> une sing&rite’ d’hyper- 
surface complexe. On suppose qu’elle est isole’e et que sa monodromie h ecrt 
f Id. Alors il exiate un systLme de coordonntks locales et hdomorphes de 
an+1 en 0, x0, . .., xn, tel que 
P(Z)=Z02+ . . . +Xn2. 
D&non&ration dti Tht!orBme 2. On a 
p= Trace (Iuk(~~))= f Trace (A) = f (- l)n+l. 
Done p = 1; l’ideal (dP) est l’ideal maximal de CJ{&, . .., 2,). Cela prouve 
(lemme de Morse oomplexe) qu’il existe un syst&me de coordonmks 
x0, . . ., Xn sur qn+l en 0 tel que 
P(z)=x$+ . . . +x,2. 
Le theoreme suivant eat une consequence immediate du thGor&me 1. 
THIZORBME 3. Soit 0 E H = {P(z) = 0) C @+I un point d’une hypersur- 
face wmplexe. On suppose que la fibre de la jibratirm de Milnor de H en 0 
a l’homologie sur Cj d’un point. Alors 0 est un point rdgulier de H. 
MILNOR [6] a demontre le theoreme 3 en supposant que DP(z) # 0 pour 
0 < llzll Q E. 
Au $ 2 nous demontrons le theoreme 1 sous une forme plus g&r&ale, 
qui nous a Bte donnQ par P. Deligne ; au Q 3 nous donnons d’autres 
applications. 
Le Diing TrLng nous informe, qu’il a construit uu champ de vecteurs 
tangents sur S,- {P z 0} transverse aux fibres de la fibration de Miinor 
et qui par integration donne un homeomorphisme caracttkistique sans 
points fixes de cette fibration. 
$ 2. D&non&ration du thdodme 1. 
D’abord nous Btudions le cas particulier des croisements normaux. 
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LEMME. Le thdorime 1 est vrai pour la singularitd en 0 de 
H={q . . . 22 = O} c q”+l, 
si l<Egn+l; al+...+ak>2. 
Preuve : les equations 
~21~=~2&~=...= Zk & * I I=(-) k ’ 
Xk+l=Z~+2= . . . =x,+1-0, 
argzp. . . . .zp=l, 
d&inissent un retract par deformation R de la fibre 
Fl={zES,-HI argzf. . . . .zp=l} 
de la fibration de Milnor de H en 0. L’application 
f: (a, a-*, zn+l) I-+ (~le~n~‘~al, . . ., i~ke~n~‘~ak, xk+l, . . ., zn+l) 
induit la monodromie. On a 
f(R) C R, 
R est compact, 
f 1 R est sans point fixe. 
Done A(f) = A(fjR) = 0, ce qui prouve le lemme. 
L’enonce plus g&r&al du theoreme 1 necessite les notations: 
X espace analytique, 5 E X, 
D disque complexe, 
P: (X, x) --t (D, 0) un morphisme, 
F un faisceau constructible sur X de CJ-espaces vectoriels, 
DO --f Do le revetement universe1 de DO = D - {0}, 
x=xxDDo, j: if -+ X la projection, 
i : X0 = P-1( 0) < X l’inclusion, 
p(F) =i*Rqj,j*F, q> 0, le systeme des faisceaux de cycles evanescents 
a coefficient dans F, 
T la monodromie agissant sur v(F). 
THBORAME 1 bia. Avec les notations pdcddentes on a 
W’, hQ’)M =qgj - 1P Trace (T, WVW = 0 
si P E mz2. 
Le theoreme 1 est le cas particulier ou F est le faisceau constant CJ 
sur X =Q+r. Les faisceaux p(q) = yip, q > 0, sont les faisceaux de cycles 
Qvanescents habituels sur X0 [3]. 
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Soit z: X’ --f X une modification propre telle que n-1(X0) =X0’ soit un 
diviseur it croisements normaux de X’ [4]. Posons S=n-l(0). On a un 
diagramme commutatif 
Posons F’=n*F, et 
YQ(F’) =i’*Rqj’.J*E7’, q> 0. 
Alors il y a une suite spectrale E,P’l dont le terme EF est 
Ep =HP(S, p(F)). 
L’aboutissement de la suite EFq est (y~m(F))~. 
La monodromie T agit sur la suite EFq. 
L’aboutissement des actions est l’action de la monodromie sur (p(F)),, 
[3] SGA 7 XIII 2.1.7.1, XIV 1.3.1. et 3.1.7. 
Lorsque le faisceau F est le faisceau constant a, on ddduit du lemme 
que pour tout sES 
(1) W’, (yW))J = 0, 
car le diviseur XO’ est don& en s par une equation locale de la forme 
q* . . . .zg=o 
et al+ . . . +ak>2 puisque P E mz 2. Pour un faisceau constructible F on 
deduit du lemme la relation (1) via un devissage du faisceau F’. 
Done on a 
0= A(T, H+S, y-(F’))) =p SO( - l)P+@ Trace (T, H+S’, v(F’))), 
. / 
car y*(F) est un systeme de faisceaux constructibles. Done 
puis 
A(T, E;‘)=O pour tout rs2, 
A(T, E;)= A(T, (y-(F))z) = 0, 
ce qui demontre le theoreme 1 bis. 
9 3. Applications. Un “noeud algebrique” est un plongement d’une 
variete compacte, connexe, sans bord, de dimension 2n- 1 dens San+i 
qui est equivalent a un plongement de la forme 
H n 8, 2 Se, 
oti H est une hypersurface complexe de Q+r presentant en 0 une sin- 
gularite isolee. Le noeud standard 
#2n-1 G S2nfl 
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est appele le noeud algebrique trivial. Le theoreme suivant g&kralise un 
theoreme de [2] aux noeuds d’ordre superieur. 
THI?ORI?ME 4. La somme connexe de deux meuds alp%-iques non triviaux 
n’est pas un noeud alghbrique. 
Preuve : Soient Nr, Na deux noeuds algebriques non triviaux dans 
Sanfl. Alors le complementaire du noeud Nr # Na fibre sur S1. Soit 
g:F+F 
un homeomorphisme caracteristique de cette fibration. Le theoreme 1 
prouve que 
A(g) = 2. (- l)n+l +( - l)n+l. 
Done le noeud Nr # Na n’est pas algebrique. 
MILNOR demande, [S] page 100, s’il existe des applications polyn6me 
Q:Rzm+Rz,m>2. 
telles que Q(0) = 0, D&(O) = 0, et que rang D&(x) = 2 pour 0 < l]zj] <E, et 
telles que la singularite isolee de 
K= {x E B”lQ(x) = 0} 
en 0 ne soit pas topologiquement Bquivalente B une singular36 isolee 
d’hypersurface complexe dans Cj m. LOOIJENGA [7] a prouve l’existence de 
telles singularites reelles, mais sans donner des formules explicites. Nous 
propoaons 
Q:q”+2 +q 
(u, v, 21, ***, xm) I~uv(~+B)+z12+...+z,z. 
En 0 ~K={Q(~)=O} 1’ es p ace K presente une singularite isolee. Sa mono- 
dromie f. verifie 
Trace (fm+l) = ( - l)m+a -2 # ( - l)m+a. 
Done la singularite en 0 de K n’est pas Bquivalente a une sing&rite 
isolee d’hypersurface complexe dans CJm+a d’apres le theoreme 1. 
D+artwnent de Mathkmatiquea, Bat. 425, 
Unive.raitd Pari+Sud 
91 - ORSAY (France). 
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